
 
Σππνιόγην: Άιγεβξα Α' Λπθείνπ 

Δπλάκεηο κε εθζέηε αθέξαην αξηζκό 

Έζηω α πξαγκαηηθόο αξηζκόο θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο κε λ ≥ 2. Σόηε νξίδνπκε: 
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Πξνζνρή: Αλ α = β ηόηε πάληα ηζρύεη όηη θαη α
λ
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λ
. Σν αληίζηξνθν όκωο δελ ηζρύεη αλ α,β 

δελ είλαη ζεηηθνί αξηζκνί. Με ηνπο αλαγθαίνπο πεξηνξηζκνύο ηζρύνπλ νη επόκελεο ηδηόηεηεο: 
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όπνπλ,κ αθέξαηνη αξηζκνί 

Σαπηόηεηεο 

(α+β)
2
 = α

2
+2αβ+β

2
   (α-β)

2
 = α

2
-2αβ+β

2
 

(α+β)(α-β) = α
2
-β

2
   (ρ+α)(ρ+β) = ρ

2 
+(α+β)ρ +αβ 

(α+β)
3
 = α

3
 +3α

2
β +3αβ

2
 +β

3
  (α-β)

3
 = α

3
 -3α

2
β +3αβ

2
 -β

3
 

α
3
 + β

3
 = (α+β)(α

2
 +αβ +β

2
)  α

3
 -β

3
 = (α-β)(α

2
 +αβ+β

2
) 

θαη γεληθά: α
λ
 -β

λ
 = (α-β)(α

λ-1
 +α

λ-2
β+.....+αβ

λ-2
 +β

λ-1
) 

 
Απόιπηε ηηκή πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ 

 Αλ ρ είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο, ε απόιπηε ηηκή ηνπ ζπκβνιίδεηαη κε |ρ| θαη νξίδεηαη 
ωο εμήο:  
 
|ρ| =     ρ, αλ ρ ≥ 0 
           -ρ, αλ ρ < 0 

Ιδηόηεηεο 
Γηα ηελ απόιπηε ηηκή πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ απνδεηθλύνληαη εύθνια νη πην θάηω ηδηόηεηεο. 
 |-ρ| = |ρ|,  ρεR   
 -|ρ| ≤ ρ ≤ |ρ|   
 |ρ|

2
 = ρ

2
 

 |xy| = |x| ∙ |y|, x,yεR. Γεληθά: |ρ1 ∙ ρ2.....ρλ| = |ρ1| ∙ |ρ2|.....|ρλ|  

  
𝑥

𝑦
  = 

 𝑥 

 𝑦 
, xεR, yεR

*
  

 |ρ
θ
| = |ρ|

θ
, θεΕ

*
 

 ||ρ|-|y|| ≤ |x+y| ≤ |x| +|y| (Σξηγωληθήαληζόηεηα). Γεληθά: |ρ1+ρ2+......+ρλ| ≤ |ρ1| 
+|ρ2|+....|ρλ| 

 |ρ| = ζ, ζ> 0 <=>ρ = -ζήρ = ζ   
 |ρ| ≤ ζ, ζ> 0 <=> -ζ ≤ ρ ≤ ζ 
 |ρ| ≥ ζ, ζ >0 <=> ρ ≤ -ζ ή ρ ≥ ζ 

 
Ρίδεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 

 Έζηω α ≥0. Ολνκάδνπκε ηεηξαγωληθή ξίδα ηνπ α θαη ζπκβνιίδνπκε κε  𝛼, ηνλ κε 

αξλεηηθό αξηζκό β, έηζη ώζηε β
2
 = α. Γειαδή  𝜶 = β <=> β

2
 = α, α,β ≥0 



 
 Αλ α ≥ 0, νλνκάδνπκε ληνζηή ξίδα ηνπ α θαη ζπκβνιίδνπκε κε  𝛼

𝜈
, ηνλ κε αξλεηηθό 

αξηζκό β ώζηε β
λ
 = α, όπνπ λ ζεηηθόο αθέξαηνο δει. 𝜶

𝝂
 = β <=> β

λ
 = α, α,β ≥ 0. 

 
Ιδηόηεηεο 

 Αλ α≥ 0 θαη λεΝ
*
 ηόηε ( 𝛼𝜈𝜈

) = α. 

 2.   𝛼2 = |α|, αεR. Γεληθόηεξα:  𝛼2𝜈2𝜈
 = |α|, αεR θαη  𝛼2𝜈+12𝜈+1

 = |α|, α ≥ 0. 

 Αλ α,β ≥ 0 θαη λεΝ
*
 ηόηε  𝛼𝛽𝜈

 =  𝛼
𝜈

 ∙  𝛽𝜈
 

 Από ηελ ηδηόηεηα απηή πξνθύπηεη όηη:  𝛼𝜈 ∙ 𝛽𝜈
 = α∙ 𝛽𝜈

 θαη  𝛼𝜅𝜈
 = ( 𝛼

𝜈
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θ
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*
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 Αλ α ≥ 0, β > 0 θαη λεΝ
*
 ηόηε:  
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𝛽

𝜈
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 Αλ α ≥ 0 θαη λ,κ, θ εΝ
*
 ηόηε:   𝛼

𝜇𝜈
 =  𝛼

𝜈𝜇
  θαη   𝛼𝜇𝜅𝜈𝜅

 =  𝛼𝜇𝜈
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Δπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε 

Αλ α > 0 είλαη αθέξαηνο θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο νξίδνπκε: 𝜶
𝝁

𝝂 =  𝜶𝝁𝝂
 

Αλ α = 0 ηόηε γηα κ,λ ζεηηθνύο αθεξαίνπο νξίδνπκε 0
𝜇

𝜈  = 0 
Εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
Η εμίζωζε αρ + β = 0 

Δίλαη εύθνιν λα δνύκε όηη:  

α ≠ 0 α = 0 

Μνλαδηθή ιύζε  ρ = -
𝛽

𝛼
 β ≠ 0 β = 0 

Αδύλαηε Σαπηόηεηα 

 
Παξακεηξηθή εμίζωζε νλνκάδεηαη θάζε εμίζωζε, πνπ νη ζπληειεζηέο ηωλ αγλώζηωλ ή ν 
ζηαζεξόο όξνο εθθξάδνληαη κε ηελ βνήζεηα γξακκάηωλ θαη όρη ζπγθεθξηκέλωλ αξηζκώλ. 
Γηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

 Βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ γηα ηηο νπνίεο είλαη α ≠ 0. Γηα ηηο ηηκέο απηέο ε 
εμίζωζε έρεη κνλαδηθή ιύζε. 

 Βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ γηα ηηο νπνίεο είλαη α = 0 θαη β ≠ 0. Γηα ηηο ηηκέο 
απηέο ε εμίζωζε είλαη  αδύλαηε. 

 Βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ηωλ παξακέηξωλ γηα ηηο νπνίεο είλαη α = 0 θαη β = 0. Γηα ηηο ηηκέο 
απηέο ε εμίζωζε είλαη ηαπηόηεηα. 
 

Αληζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
Όηαλ ζηηο αληζώζεηοαρ+β> 0, αρ+β< 0 ηα α,β δελ είλαη ζπγθεθξηκιελνη αξηζκνί ηόηε νη 
αληζώζεηο απηέο νλνκάδνληαη παξακεηξηθέο. Ζ δηαδηθαζία πξνζδηνξηζκνύ ηωλ ιύζεωλ κηαο 
παξακεηξηθήο αλίζωζεο νλνκάδεηαη δηεξεύλεζε. 
Από ηελ δηεξεύλεζε ηεο αλίζωζεο αρ+β>0, όπνπ α,β είλαη παξάκεηξνη, πξνθύπηνπλ ηα εμήο: 

 Αλ α > 0 ηόηε αρ+β> 0 <=> αρ > -β <=> ρ > -
𝛽

𝛼
 δειαδή ε αλίζωζε αρ+β > 0 έρεη ηηο 

ιύζεηο:  

ρ > -
𝛽

𝛼
 

 Αλ α < 0 ηόηε αρ+β> 0 <=> αρ > -β <=> ρ < -
𝛽

𝛼
 δειαδή ε αλίζωζε αρ+β > 0 έρεη ηηο 

ιύζεηο: 

ρ < -
𝛽

𝛼
 

 Αλ α = 0 θαη β> 0 ηόηε ε αλίζωζε γίλεηαη 0ρ+β >0 <=> β > 0 πνπ ηζρύεη. Άξα ε 
αλίζωζε επαιεζεύεηαη γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό ρ. 

 Αλ α = 0 θαη β ≤ 0 ηόηε ε αλίζωζε γίλεηαη: 0ρ +β > 0 <=> β > 0 πνπ είλαη αδύλαηε. 

Άξα ε αλίζωζε είλαη αδύλαηε. 

Εμηζώζεηο κε απόιπηεο ηηκέο ηνπ αγλώζηνπ 

Γηα ηε ιύζε εμηζώζεωλ κε απόιπηα ρξεζηκνπνηνύκε ηα εμήο: 



 
 |ρ| = α, α > 0 <=> ρ = α ή ρ = -α    
 |ρ| = |α| <=> ρ = α ή ρ = -α 
 |ρ|

2
 = ρ

2
      

 |ρ| = α, α < 0 είλαη αδύλαηε. 
ηηο αληζώζεηοπνπ πεξηέρνπλ απόιπηα ρξεζηκνπνηνύκε ηηο ηδηόηεηεο: 
1.  |ρ| ≤ ζ, ζ > 0 <=> -ζ ≤ ρ ≤ ζ   
2. |ρ| ≥ ζ, ζ >0 <=> ρ ≤ -ζ ή ρ ≥ ζ 
Αλ ζ < 0 : Ζ αλίζωζε |ρ| <ζ είλαη αδύλαηε (αθνύ |ρ| ≥ 0) 
  Ζ αλίζωζε |ρ| > ζ, ηζρύεη γηα θάζε ρεR 

 
Εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 

Γ = β
2
 -4αγ Ζ εμίζωζε αρ

2
+βρ+γ = 0, α≠0 

αλ Γ > 0  Έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο 𝜒1,2 =
−𝛽± Δ

2𝑎
 

αλ Γ = 0  Έρεη κηα δηπιή ξίδα ηε ρ0 = -
𝛽

2𝛼
 

αλ  Γ< 0  Γελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο 

 
Ζ παξάζηαζε Γ = β

2
-4αγ ιέγεηαη δηαθξίλνπζαηεο εμίζωζεο. 

[ηύπνη ηνπ Vieta] Έζηω ρ1, ρ2 νη ξίδεο ηεο εμίζωζεο αρ
2
+βρ+γ = 0, α≠0 (1) 

    Δίλαη: S = ρ1 +ρ2 = -
𝛽

𝛼
 θαη Ρ = ρ1∙ρ2 = 

𝛾

𝛼
 

Οπόηε αρ
2
+βρ+γ = 0, α≠0 πέξλεη ηελ κνξθή ρ

2
 -Sρ +Ρ = 0, α≠0. 

 
Μνξθή θαη πξόζεκν ηεο αρ

2
+βρ+γ, α≠0 

Γηαθξίλνπκε πεξηπηώζεηο: 
1. Γ > 0, ηόηε είλαη f(x) = α(ρ-ρ1)(ρ-ρ2)  . 
   

2. Αλ Γ = 0 ηόηε f(x) = α 𝜒 +
𝛽

2𝛼
 

2
 νπόηε 

ην f(ρ) είλαη νκόζεκν ηνπ α γηα θάζε ρ ≠ - 
𝛽

2𝛼
. 

 
 
 
 

3. Αλ Γ < 0 ηόηε f(ρ) = α  𝜒 +
𝛽

2𝛼
 
2

+
 𝛥 

4𝛼2
  θαη επεηδή ε παξάζηαζε ζηελ αγθύιε είλαη ζεηηθή γηα 

θάζε ρεR, ην f(ρ) είλαη νκόζεκν ηνπ α ζε όιν ην R. 
 
 

 
Γξακκηθά ζπζηήκαηα 
 
Γξακκηθά ζπζηήκαηα 2x2 
Κάζε εμίζωζε ηεο κνξθήο αρ +βy = γ ιέγεηαη γξακκηθή εμίζωζε κε δύν αγλώζηνπο. 
Λύζε ηεο νλνκάδνπκε θάζε δεύγνο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ (ρ,y) πνπ επαιεζεύεη. 
α. Έλα πιήζνο δπν γξακκηθώλ εμηζώζεωλ κε δπν αγλώζηνπο νλνκάδεηαη γξακκηθό ζύζηεκα 
2x2 π.ρ. 
    α1ρ +β1y = γ1 
    α2ρ +β2y = γ2          είλαη έλα 2x2 ζύζηεκα. 
β. Λύζε ελόο ζπζηήκαηνο νλνκάδεηαη θάζε δεύγνο (ρ,y) πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ πνπ 
επαιεζεύεη θαη ηηο δύν εμηζώζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. 
Επίιπζε ελόο ζπζηήκαηνο νλνκάδεηαη ε δηαδηθαζία εύξεζεο ηνπ ζπλόινπ ηωλ ιύζεωλ ηνπ 
ζπζηήκαηνο. 
Έλα ζύζηεκα κπνξνύκε λα ην επηιύζνπκε κε ηηο εμήο κεζόδνπο: 

Χ -∞ ρ1         ρ2                    +∞    

F(x) Οκόζεκν ηνπ 
α 

Δηεξόζεκν ηνπ 
α 

Οκόζεκν ηνπ 
α 

ρ -∞- 
𝛽

2𝛼
                       +∞    

F(x) Οκόζεκν ηνπ α Οκόζεκν ηνπ α 

ρ -∞+∞    

F(x) Οκόζεκν ηνπ 
α 



 

x1                 x2 

f(τ1) 

f(τ2) 

1. Μέζνδνο ηεο αληηθαηάζηαζεο 
2. Μέζνδνο ηωλ αληίζεηωλ ζπληειεζηώλ ή ηεο απαινηθήο. 
3. Μέζνδνο ηωλ νξηδνπζώλ  

 
Επίιπζε - δηεξεύλεζε ηνπ ζπζηήκαηνο 
Θεωξνύκε ην ζύζηεκα (): 
   αρ + βy = γ 
α'ρ + β'y = γ' 

Ολνκάδνπκε νξίδνπζα ηνπ ζπζηήκαηνο ηελ παξάζηαζε D =  
𝛼 𝛽
𝛼′ 𝛽′

  = αβ' - α'β   

πκβνιίδνπκε κε Dρ ηελ νξίδνπζα πνπ πξνθύπηεη από ηελ νξίδνπζα D αλ ζηελ ζέζε ηωλ 
ζπληειεζηώλ ηνπ ρ ζέζνπκε ηνπο ζηαζεξνύο όξνπο. 

 Dρ =  
𝛾 𝛽
𝛾′ 𝛽′

  = β'γ - βγ'   

πκβνιίδνπκε κε Dy ηελ νξίδνπζα πνπ πξνθύπηεη από ηελ νξίδνπζα D αλ ζηελ ζέζε ηωλ 
ζπληειεζηώλ ηνπ y ζέζνπκε ηνπο ζηαζεξνύο όξνπο. 

 Dρ =  
𝛼 𝛾

𝛼′ 𝛾′  = αγ' - α'γ   

Γηαθξίλνπκε ηηο πεξηπηώζεηο: 

1. Αλ D ≠0 ηόηε ην ζύζηεκα έρεη ηε κνλαδηθή ιύζε: (ρ,y) =  
𝐷𝑥

𝐷
,
𝐷𝑦

𝐷
  

2. Αλ D = 0 θαη (Dx ≠ 0 ή Dy ≠ 0) ην ζύζηεκα είλαη αδύλαην. 
3. Αλ D = Dx = Dy =0 ηόηε ην ζύζηεκα ζα είλαη αόξηζην εθηόο εάλ  α = α' = β = β' = 0 θαη γ ≠ 0 
ή γ' ≠0, νπόηε ζα είλαη αδύλαην. 
Οκνγελέο ιέγεηαη ην ζύζηεκα ηνπ νπνίνπ νη ζηαζεξνί όξνη είλαη κεδέλ  
 
Η έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 
Οξηζκόο ζπλάξηεζεο 

Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α⊆R ηε δηαδηθαζία κε ηελ 
νπνία θάζε ρ∈Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κόλν y∈Β⊆R. 

Σν ζύλνιν Α⊆R από ην νπνίν παίξλεη ηηκέο ε κεηαβιεηή ρ, ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ ηεο 

ζπλάξηεζεο f, ελώ ην ζύλνιν Β⊆R από ην νπνίν παίξλεη ηηκέο ε κεηαβιεηή y νλνκάδεηαη 
ζύλνιν (πεδίν) ηηκώλ ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε f(A). πκβνιηθά γξάθνπκε: f: Α→Β = f(Α) θαη 

ελλννύκε όηη ε f είλαη ε ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην Α θαη ζύλνιν ηηκώλ ην f(Α)⊆R. 

Άξηηα - Πεξηηηή 
i. Έζηω ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ:   
Σελ ζπλάξηεζε f ηελ νλνκάδνπκε άξηηα ζπλάξηεζε, αλ ρ∈Α, ηόηε θαη -ρ∈Αf(-ρ) = f(ρ), γηα 

θάζε ρ∈Α 
 
ii. Έζηω ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ Α γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ:   
Σελ ζπλάξηεζε f ηελ νλνκάδνπκε πεξηηηή ζπλάξηεζε, αλ ρ∈Α, ηόηε θαη -ρ∈Α f(-ρ) = -f(ρ), γηα 

θάζε ρ∈Α 
 
 Οη άξηηεο ζπλαξηήζεηο έρνπλ γξαθηθήπαξάζηαζε, ζπκκεηξηθή ωο πξνο ηνλάμνλα y'y.Οη 
πεξηηηέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ γξαθηθήπαξάζηαζε, ζπκκεηξηθή ωο πξνο ηελαξρή ηωλ αμόλωλ 
Ο(0,0). 
  
Μνλνηνλία  
Έζηω ε ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ' έλα δηάζηεκα Γ. 
Ζ f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην Γ, αλ γηα θάζε ρ1, ρ2 ∈Γ κε ρ1< ρ2 ηζρύεη   f(χ1) >f(χ2) 
 
 
 
 
 
 

  



 

x1      x2 

f(τ1) 

f(τ2) 

χ0 

χ0 

y = ατ + β 

α < 0 

y = ατ + β 

α > 0 

β 

β 

βy = β 

-
𝛽

𝛼
 

-
𝛽

𝛼
 

45
ο 

α = 1  

y = τ 

Διτοτόμος τοσ πρώτοσ 

και τρίτοσ τεταρτημορίοσ 

 
Έζηω κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζ' έλα δηάζηεκα Γ. 
Ζ f είλαη  γλεζίωο αύμνπζα ζην Γ, αλ γηα θάζε ρ1,ρ2∈Γ κε ρ1< ρ2 ηζρύεη f(χ1) <f(χ2) 
 
 
 
     
 
 
 
 
Μηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη γλεζίωο αύμνπζα ή γλεζίωο θζίλνπζα ζ' έλα δηάζηεκα Γ, ζα ιέκε 
όηη είλαη γλεζίωο κνλόηνλε ζην δηάζηεκα απηό. 

 
Αθξόηαηα ζπλάξηεζεο 
Οιηθό ειάρηζην: 

Αλ Α είλαη ην πεδίν νξηζκνύ κηαο ζπλάξηεζεο 

θαη γηα θάπνην ρ0∈Α, ηζρύεη:f(ρ) ≥ f(ρ0), γηα θάζε ρ∈Α 

ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην ρ∈Α νιηθό ειάρηζην ην f(ρ0) ζην Α. 
 
 
 
 
Οιηθό κέγηζην: 
f(ρ) ≤ f(ρ0), γηα θάζε ρ∈Α 

ιέκε όηη ε f παξνπζηάδεη ζην ρ∈Α νιηθό κέγηζην ην f(ρ0) ζην Α. 
 
 

f(ρ) = αρ + β, α,β ≠ 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Έρνπκε ηε ζπλάξηεζε f κε f(ρ) = αρ +β ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη ε επζεία ε θαη 
δύν ζεκεία ηεο Α (ρΑ, yΑ), Β (ρΒ, yΒ).  
Κάλνληαο  ρξήζε ηνπ Ππζαγνξείνπ ζεωξήκαηνο  ε απόζηαζε ηωλ ζεκείωλ Α, Β θαηά κήθνο 

κηαο επζείαο είλαη: (ΑΒ)  =   𝜒𝛣 − 𝜒𝛢 2 +  𝑦𝛣 − 𝑦𝛢 2. 

 
 



 
Δ Εμίζωζε αρ

2
 + βρ + γ = 0 Μνξθέο ηξηωλύκνπ 

Θεηηθό 
πξόζεκν 

2 ξίδεο άληζεο 

ξ1, ξ2 = 
−β± Δ

2𝑎
   Γ = β

2
-4αγ 

αρ
2
 +βρ +γ = α(ρ-ξ1)(ρ-ξ2) 

0 Ρίδα δηπιή  

ξ1 = ξ2 = -
𝛽

2𝛼
 = ρ0 Γ = β

2
-4αγ 

= α(ρ +
𝛽

2𝛼
)
2
 

 
Αξλεηηθό 
πξόζεκν 

Γελ έρεη ξίδεο ζην R = α[(ρ +
𝛽

2𝛼
)
2
 + 

 𝛥 

4𝛼2
 ] 

Δελ αλαιύεηαη ζε γηλόκελν 
 πξωηνβάζκηωλ 

παξαγόληωλ. 

 

 

 


